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§ l. Approssimazioni con penalizzazioni non convesse per il pdr unidi-
mensionale e teorema di esistenza.
Sia (u h) una successione di funzioni per cui si abbia
e
U (t) + W(uh(t)) = f(t)
h h in
-
n
Su f e Wh (termine di pena1izzazione) facciamo le seguenti ipotesi:
per
per E; > O
(3), comunque si fissino
+ ;;<' uniformemente per
i)J (I:;) ( l )
( 3) 2 ' im
h
-
+ 00
E;-+()+ ,rJ"'wh(n)dn
h o
Sussiste il seguente
(l) Per esempio si può prendere
'JJ h(;) = h[ç;3+iE:;) - }(;:;+IE;!:;) +c;7+1ç;17J.
- '+ -
Lemma_l. - Comunque_ -6,<- 60S-.'>~ W1,lt eoncUzione iniUaJ:e (,o, b) amm<-M,<-bù' c
pe..'1.. -èt pdJt, ogYL{. -6w:eeM·tOne. (uh ) di M-tUZ~oni de-L pllob-tWt
r-.
li I~ (t) + 'v, (u i t) :
l n h
• +
u, lO) b
n
j (t) -Cl1
< +- ' r )pO'.>-i_U et h I '"
Il ,. t \ '
v < (XI 'Iu' ,-,i) < C
1 Il
pe!l OgM h € N
maxLun u. (t) < O.h h
Dimostrazione.-
[" .,LAJ Da (Ph) si ottiene l'identità dell'energia
(Uh(t)Uh(t) + uh(t) wh(uh(t)) = f(t)uh(t)
d '2() . (\ ( ())2 ~ uh t + uh t) ~h uh t =
in
in e quindi)
1 l t
(4 '; -21 u' h
2 (t) b2 I (\ (. () )= 2 - CthlU h t)) + j uh n' f(n dn
o
A11 ora
per t€S1
t
+ I if(r,)! lùh(n) !dn ::.. i b2+1 ifi iLl(r.;R)
o
• IU i -
: I h" rO! ('). R\
v \ H., .I
per ogni t € S1 e per ogni h € N.
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Quindi
i 'I li 11 2, h I _
e°(r~;R)
~ b2 + 2 I ifll -lluhll per ogni heN, pertanto
Ll(Q;R) eO(Q;R)
(5) Ilùhlleo(n;R) :: costante (indipendente da h).
Da (5) segue [A]
[BJ Segue da (4) e (5), tenuto conto dell'ipotesi su f.
Le] Supponiamo che per t € n si abbia
ma~lim uh(t) > a > O;
ne segue che per una opportuna estratta di (uh(t)), (uh(k)(t)), riesce
Allora. per (2),
a Uh(k)(t)
f ~h(k)(~)d~ 2 f ~h(k)(~)d~ = ah(k)(uh(k)(t)) :: c
0/2 s
contro l'ipotesi (3) .•
l
Teorema 1.- Se (Uh ) (con uh ~otuzione del p~obiema (Ph )) conv~ge
LLMu0Jtme.meYLte in Q ad una nu.Vlzùme u, a{{o~a u è. Miuzione del pM.
La dimostrazione si articola in diversi punti. Intanto
tiziana in Q (per [A] ) ed è non positiva (per [e] ).
Proviamo (ii).
00 -Sia ~ € Co(Q), ~ ~ O ; per ogni h e N si ha
[CIJ h(t) - f ( t)1 ~ (t) dt ::: - f 1jJ h(Uh(t)) ~ (t) dt < O,
Q Q
quindi
U è lipsch.~
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[ uh(t) ~ (t) dt - [ f(t) ~(t) dt ~ O ;
Sì Sì
allora, passando al limite rispetto ad h, riesce
Lu(t) ~(t) dt - r f(t) ~(t) dt < O
Sì n
Dimostri amo ,ora , la condizione (iii).
In ogni compatto K c {t e[O,T] I u(t) <O} risulta uh(t) < O
definitivamente e quindi uh(t) = f(t) definitivamente; ne segue u(t) = f(t).
El così provata l'esistenza di u per u(t) < O e l'esistenza di u+ ed
u ,per llosservazione I.
Resta da provare la conservazione dell'energia.
Osserviamo preliminarmente che esiste una costante
da h e N) per cui
O~ [ wh(uh(t)) dt ~ Co
Sì
La funzione
t n
w(t) = u(t) - f(f f(~) d~)dn
o o
C > O (indipendente
o
è limite uniforme della successione di funzioni concave
t n
wh(t) = uh(t) - f(f f(~)d~)dn
o o
-Perciò w(t) è concava, derivabile q.o. in n e risulta
q.o. in -n .
Ne segue che lim uh(t) = u(t)
h
-q.o. in Sì
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-Dalla (4) si deduce che, q.o. in n ,esiste l~m uh(uh(t)).
Proviamo che risulta
-l~m uh(uh(t)) = O q.o. in n
Osserviamo subito che se u(t) < a riesce l~m ah(uh(t)) = °.
Basterà allora provare che
1~m ah (u h(t) ) = O q.o. in no
essendo -n ={t e n lu(t) = a} .
o
Osservando che è
f l~m ah(uh(t))dt ,
no
supponiamo che sia
Fissato M> 0, con Mp > co' esiste, per (3)2 ' o > a per cui se
O < ~ < o riesce
M< definitivamente;
quindi ~ < 6 : M fs wh(n)dn ~ ~h(s)
o
definitivamente.
Siccome (uh) converge uniformemente a zero sul compatto no' si ottie-
ne luh(t)1 < 6, definitivamente, in no
Allora, per t € no ' è, definitivamente
uh(t)
O < M f wh(n) dn = Muh(uh(t)) ~ wh(uh(t))
o
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Integrando su n ,si ottiene, definitivamente
o
Mp ~ M f uh(Uh(t)) dt ~ f wh(Uh(t))dt ~ L*h(Uh(t))dt ~ Co '
Q n Q
o o
il che è un assurdo.
Allora
q .0. in -n
Osservato che, nei punti in cui u non è derivabile, riesce
+lim u(t) = ù-(,)
t-+T±
(e che tali punti costituiscono un insieme ~ll finito o numerabile) ,
ne segue che le funzioni [ù±]2 sono prolungabili per continuità su
-tali punti e siccome coincidono con una stessa funzione continua in ~'~l
allora vale la (iv) .•
Concludiamo con il seguente
Corollario.
NeU.e ipotui pO.6te, peJt ogrU dato irUuale (.6, b) amrrU.M-i..bile peJt il pdJt
ui.6te almeno una /~o.f.uzione de.f. pdJL in n c.on dati irUUa.i-i.. (.6, b); eMa è
-U..mite urUnoJU1le in n di urta .6uc.c.u.6ione (uh) di .6o.f.uuorU de.f. pMb.f.e-
ma (Ph).
Dimostrazione.
Per la (A] del lemma l, fissata una qualsiasi successione (u h) (di sol~
zioni di (P h)) esiste una estratta uniformemente convergente ad una funzio-
ne u, soluzione del pdr in n (per il teorema l) .•
